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Theorie 14

1 Schwerpunkt, Flachenmittelpunkt

Wir berechnen den Schwerpunkt von einem Kontinuum anhand des Gleichgewichts der Momenten von Gravita-
tionskraften am Korper. Wir definieren die Kraftdichte von einem homogenen Korper als G(z), welche im Fall
einem ebenen Korber die Schnitthohe in y-Richtung darstellt. Um die x-Koordinate vom Schwerpunkt (oder
Flachenmittelpunkt) x5 zu berechnen haben wir die folgende Gleichung (vom GGW hergeleitet):

T /ab G(x)dx = /ab 2G(x)dx

Analog kann man die y, folgendermassen berechnen:

Ys /CdH(y)dy=/cdyH(y)dy

Beispiel. Wegen der Rotationssymmetrie, kann diese Berechnung fir Fldichenmittelpunkte auf 3D-Korper er-
weitert werden.

Wir nehmen zum Beispiel eine homogene Halbkugel mit Dichte 1, § in z— Richtung und Zentrum im Ursprung,
dann schreiben wir (wegen symmetrie, reicht die Berechnung fir die z-Achse aus):

X /OT’ G(z)dx = /07’ xG(z)dx

mit G(z) = m(r? — 2?): wir definieren die Fliche anhand des Abstands in y-Richtung (Vz,y r? = 2 +y?,
wir bewegen uns aber entlang der x-Achse). Die Schnittflichen sind Halbkreise parallel zur yz-Ebene mit Radius

2
y(x) und Oberflache F(x) = my(2) . Das wird mal 2 multipliziert, weil x zwischen 0 und r nur die Hdlfte vom

Halbkugel bezeichnet. Jetzt haben wir:

" 2
/0 G(z) = 571'7"3

2 . 3
Ty —mrd = ﬂ'/ x(r? — 2?)de = x4 = —r.
3 . 8

2 Tragheitsmoment

Der Tréagheitsmoment eines Korpers spielt eine wichtige Rolle im Bereich der Dynamik. Wir suchen den
Tragheitsmoment beziiglich der a-Achse von einem system mit n Partikeln, dann haben wir folgende Defini-
tion:

@a = Xn: d2md
d=1

wobei mg die Masse von jeder Partikel mit Abstand d von der a-Achse bezeichnet.

Mit dem Ubergang zu einem ebenen Kontinuum, schreiben wir diese Summe als Limes auf dmg und deshalb
als Riemannsche Summe bzw. Integral. Wir nehmen jetzt = und y als Achen und definieren die folgende
Integrale:

b 2
0, = p/ 2?Gz)de O, = p/ y*H(y)dy
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wobei sehen wir: sei G(z)dz bzw. H(y)dy ein Flachenelement, dann ist der Massenelement gegeben als
dm = pG(z)dz oder dm = pH(y)dy und p bezeichnet die Flache-Massendichte. Mit p = 1 spricht man von
Flachentragheitsmoment.

Analog zum Schwerpunkt, kann dieses Konzept wegen der Symmetrie auch auf Rotationskorper erweitert
werden.

3 Uneigentliche Integrale
Wir betrachten jetzt die zwei Falle von uneigentlichen Integralen, die aus historischen Grunden in umgekehrten

Reihenfolge erklart werden.

3.1 Uneigentliche Integrale 2. Gattung

Der Integrand ist stetig, das Integrationsintervall ist aber unendlich (in Form [a,o0), beidseitig unendliche
Intervalle oder Intervalle wo —oo kénnen durch einfache Manipulation anhand von dieser Definition entstehen).

| s = [  fa)ds

Um zu existieren, miissen diese Ausdriicke konvergieren und das hingt von der integrierenden Funktion
selber. Siehe Stammbach fiir Beispiele iiber die Konvergenz.

3.2 Uneigentliche Integrale 1. Gattung

Bei solchen uneigentlichen Integralen ist das Intervall [a, b] endlich, die Funktion ist aber nur auf dem einseiteig
offenen Intervall ([a,b) oder (a,b]) stetig. Deshalb haben wir:

/ ) = i, /5 ' fla)d

Konvergenz ist auch in diesem Fall nicht garantiert.



