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Theorie 10

1 Bogenlange

1.1 Definition und Berechnung

Ea ist intuitiv moglich, eine beliebige Kurve mit einem Polygon zu approximieren. Wir benutzen dieses Konzept
um die Bogenlange einer Kurve zu verstehen.

Seiy : I — R™ eine stetige Kurve. Jede endliche Menge Z von Punkten ¢; € I mit tg < t; < ... < t,,, definiert
ein Sehnenpolygon mit Ecken «y(¢;). Die Léange ist

n

s(Z) =Y I(t) =)l

=1

Eine Kurve heisst rektifizierbar, falls die Menge der Langen aller Sehnenpolygone beschrankt ist. Diesers
Wert, die effektive Lange der Kurve ist dann:

s(7) = sup(s(2)).

Satz. Fine stetig differenzierbare Kurve v : [a,b] — R™ mit kompakten Parameterintervall ist rektifizierbar. Ihre

Lénge lautet:
b b
s('y):/ ||"y(t)||dt:/ \/22 4 .+ 32 dt

Der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion hat die Lange:

b
L(f) :/ V1T (@) da.

Diese erste Formel kann man sich vorstellen, indem man an den Zuriickgelegten Weg ds beim Durchlaufen
mit Geschwindigkeit |||| im Zeitintervall d¢ denkt. Die Summe aller diesen Elementarwegen ergibt die Lénge
der Kurve. (Beweis: S.234).

1.2 Umparametrisieren auf der Bogenlange

Eine Umparametrisierung die eine Geschwindigkeit 1 ergibt, vereinfacht die Untersuchung einer Kurve in den
meisten Fillen. Wir betrachten:

t
st) = [ I5(mlar
to
y(t
und nehmen die Umparametrisierung  3'(s) = |7Et;|| s = s(t). Man erhélt dann eine Kurve mit
Y

Geschwindigkeit ||3(s)|| = 1.

Beispiel. Wir parametrisieren den Kreis r(t) = (Rcos(t), Rsin(t))T auf die Bogenlinge um.

17(t)|| = /R2cos?(t) + R2sin?(t) = R

Dies ergibt mit to = 0 ein s(t) = Rt. Wir ersetzen die Variable t mit % und erhalten eine Parametrisierung
r(t) = (Rcos(s/R), Rsin(s/R))T deren Geschwindigkeit ebenfalls 1 ist.
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2 Flachenberechnung

Wir betrachten eine stetig differenzierbare Kurve r : [a,b] — R?. Wir wiihlein eine Einteilung von Punkten
tr € [a,b] mit ¢y < t; < ... < ¢, mit infinitesimalen Feinheit o. Zwei Ortsvektoren r(¢x),r(tx_1) spannen ein
Parallelogramm mit Flache det(M) auf, wobei M die Matrix mit Spalten r(tz),r(tx—1) ist. Die Halfte dieser
Flache entspricht(bei Grenziibergang der Feinheit dieser Aufteilung, wie oben fiir die Bogenldnge erlautert)
ebenfalls die von diesen beiden Vektoren gespannte Flédche Ay.

4 - }det(M) _ 1 I(tk_l) .I‘(tk) _ 1 a:(tk_l) x(tk) — x(tk_1) _
2 2
y(te-1) y(te) y(te-1)  y(te) —y(te-1)
= % [(@(tr—1)(y(tr) — y(tk-1))) — (Y(te—1)(@(tr) — 2(tk—1)))]

Nach dem Mittelwertsatz existieren ay, 8 dafur gilt:
z(ty) — x(tk—1) = @(ak) (b — th—1)  y(tk) — y(tk—1) = 9(Br) (tx — ti—1).
Wir berechnen schlussendlich:

Ay = 5 [2(te—1)3(or) — y(te—1)9(Br)] (tx — tr—1).

DN =

Die Sektorflache ist dann der Limes auf die Feinheit o
Ay = lim kz_l Ay,

1
Der Limes entspricht die Riemannsche Summe der Funktion 3 [z(t)y(t) — z(t)y(t)]:

Fiir Parametrisierungen in Polarkoordinaten p = p(¢) kann man den Vektor (z(t), y(t))” durch Projiektionen
schreiben als (p(¢)cos(¢), p(¢)sin(4))T und erhilt durch nachrechnen die Formel:

@2
Aoy =5 [ o) do.

2.1 Flacheninhalt von geschlossenen Kurven
Wegen (2y)’ = &y + 2y kann man auch schreiben:
IR . 1 . [ 1 N
A, =5 [ @i - a0l = ol - [ a0y = —5eouolk + [ @i

Wenn die Kurve geschlossen ist (r(a) = r(b)) verschwinden die Terme ohne Integralzeichen:

b b
A, = / #(t)y(t)dt = — / 2(t)y(t)dt



