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Theorie 1

1 Vollstandige Induktion

Die Vollstandige Induktion ist eine zur Anordnung der Natiirlichen Zahlen N gehorende Beweisstrategie. Sie
kann als die Erweiterung auf allen n einer bestimmten Aussage, die am Anfang beziiglich einer einzelnen Zahl n
formuliert wird.

Beweisprinzip: (1) und (II) missen beide erfillt sein.

(I). Die Aussage A(n) sei fir den Anfangsterm A(1) richtig;
(II). Es wird gezeigt, dass fir jede n, die Aussage A(n+1) erfillt ist.

1— n+1
Beispiel. Fiir jede natiirliche Zahl x # 1 gilt die Summenformel: 1 +x + 2% + ... + 2" = %
—x
(I). Fir n =1 kann man leicht sehen, dass die Formel stimmt.
1— xn-l—l 1— mn+2
(I). Fiir n+ 1 kann man sehen, dass: 1 +x + 2% + ... + 2" + 2"+ = -t = o
—x —x

Und dies ergibt die Erweiterung fir alle n von unserem Anfangsterm, q.e.d.

2 Reelle Zahlen

2.1 Korperstruktur und Anordnung von R

Zuerst wollen wir das ” Verhiltnis” der Reellen Zahlen erkliren. Wir definieren nun die Korperstruktur! von R.
(K1). Addition und Multiplikation sind kommutativ:

a+b=>b+a, axb=">bxa.

(K2). Addition und Multiplikation sind assoziativ:

c+(a+b)=(c+a)+b, cx(axb) =bx (axc).

(K3). Folgende Gleichungen sind ldsbar:

a+x=>h, axx=>fira#0.

(K4). Es gilt das Distributivgesetz:

ax(b+c)=axb+bxc.

2 zur Anordnung von R.

Jetzt drei Axiome
(A1). Jede reelle Zahl kann entweder positiv (a > 0), Null (a = 0) oder negativ (—a > 0) sein.

(A2). Ausa>0ADb>0, folgt a+b>0Aaxb>0.

'Im mathematischen Teilgebiet der Algebra, bezeichnet der Begriff ”Kérper” eine Struktur bei der Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division auf eine bestimmte Weise definiert sind.
2Grundlegende Begriffe die als wahr genommen werden, ohne Beweis.
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(A3). Va, 3n, dafiir n —a > 0.

Satz. Bernoullische Ungleichung®, mit x > —1 und n € N:

I+z)">1+nx

Beweis. (Durch vollstindige Induktion)
Der Falln =1 ist trivial. Fir n+1 hat man...

A+2)"" >0 +nz)(l+z)=1+n+Dz+nx>>1+(n+ 1)z g.e.d.

2.2 Intervalle

Wir bezeichnen jetzt die verschiedenen Typen von Intervallen in R.
[a,b] :={z € R|a <z < b} abgeschlossen;

(a,b) :=={x € R|a <z < b} offen;

[a,b) :={x € R | a < x < b} nach rechts offen;

(a,b] :=={x € R| a < x < b} nach links offen.

a und b heissen Randpunkte. Ein abgeschlossenes Intervall wird auch kompakt genannt. Bei co Randern werden
als Konvention () benutzt.

2.3 Schranken, Infimum und Supremum
Eine Menge M C R heisst nach oben bzw. nach unten beschrdnkt, wenn es ein s € R gibt, so dass Vo € M:

z<s bzw. T>s gilt; s heisst dann obere bzw. untere Schranke der Menge.

Die kleinste obere Schranke heisst Supremum (s = sup(M)), die grosste untere Schranke heisst Infimum
(s = inf(M)) der menge M. Es existiert nur eine Zahl die als Supremum bzw. Infimum einer bestimmten
Menge bezeichnet werden kann.

Die Beweise zu den folgenden Sitzen sind auf S.14 und folgenden vom Kénigsberger* zu finden.

Satz. Jede nach oben (unten) beschrinkte, nicht leere Menge M € R besitzt ein Supremum (Infimum,).

Satz. Zu je zwei reellen Zahlen (x,y) mit x < y gibt es eine rationale Zahl ¢ mit x < q <vy. (Man sagt: Q liegt
dicht in R.)

3 Folgen

Wir betrachten jetzt ein grundlegendes Thema der Analysis. Eine Folge kann man sich als eine geordnete
Auflistung von diskreten Werten vorstellen.

3 Als Folgerung von (A1) und (A2).
4Konrad Kénigsberger, Analysis 1, Springer-Verlag, 1990



Riccardo Bronzi rbronzi@student.ethz.ch

3.1 Definitionen

Definition. Folge: Als Folge bezeichnet man eine Abbildung a : N — R; diese kann z.B. als (ay,), oder explizit
durch die Terme a, = f(n) geschrieben werden. FEine Folge kann auch rekursiv durch eine Beziehung zwischen,
z.B. a,, und a,41 definiert werden:

Qpy1 = Gp + 5N

Definition. Konvergenz, Grenzwert: Eine Folge heisst konvergent, wenn es eine Zahl a gibt, die die folgende
FEigenschaft zuweist: zu jedem (beliebig kleinem) Zahl € > 0 gibt es einen N € R, dafir gilt die Beziehung

lan, —a| < e Vn > N.

Diese Zahl a heisst Grenzwert der Folge und man schreibt:

lim a, =a
n—oo

Falls a = 0 spricht man von einer Nullfolge.
Definition. Beschrdanktheit: Fine Folge heisst beschrdankt, wenn es eine Zahl s gibt, so dass:

lan] < s VneN

Definition. Asymptotische Gleichheit: Zwei Folgen sind asymptotisch gleich, wenn Z—n — 1. Solche Folgen
n
sind zugleich konvergent oder divergent (a, ~ b, firn — o).

Satz. Jede konvergente Folge ist beschrdinkt.

Beweis. Scien a der Grenzwert und N ein Index der gegebenen Folge (ay)n. Sei noch |a, —al < 1 firn > N.
Dann gilt |a,| < s indem s per Definition den Wert maz{|a| + 1,|a1|, |az|, ..., |an|} nimmt, ¥n.

Wir beschreiben jetzt kurz zwei bekannte Folgen (und zugeordneten Reihen®).

(FI). Arithmetische Folge

Die a.F. wird als eine Progression definiert:
Gpt1 = ap, + d (rekursiv) an = a1 +d(n — 1) (explizit)
Die dazugehorige arithmetische Reihe sieht folgendermassen aus:
dnin—1) n(a1 + ay)

Sn=p_1a1+ (k—1)d =nas + 5 = 5

Eine Anwendung sieht man bei der Aufgabe 2.b, Schnelliibung 1.
(FII). Geometrische Folge

Die g.F. lautet:

an = a1 *q" 1

5Eine Reihe ist auch eine Folge. Sie wird explizit durch eine Summe mit dem Operator ¥ definiert
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Und die dazugehorige geometrische Reihe:

ai
1—gq

Sp = 22:1 a1q"d =

Eine Anwendung sieht man bei der Aufgabe 4, Schnelliibung 1.

3.2 Rechenregeln

Seien (ay,)n und (b, ), zwei konvergenten Folgen, so dass a,, — a und b,, — b gilt, dann...
(R1). an + b, — a+b;

(R2). anb, — ab;

S

n

(R3). sei b #£0, .

SRS}

Satz. Sei a, — a und b, — b, mit a,, < b, fiir fast alle® n, dann ist a < b.

Beweise: siehe S.43.

3.3 Sandwichsatz
Der folgende Satz ist sehr hilfreich fiir die Berechnung (oder die Herleitung) von wichtigen Grenzwerten.
Satz. Seia, —b,c, > b, mita, <b, <c, VneN dann konvergiert die Folge b, nach b.

Beweis. Seie > 0; weil a,, und c,, gegen b konvergieren, gibt es zwei Werte ny und ny mit |a, —b| < e Vn > ny
und |c, — bl <€ Vn>ng. Sei N :=max{ni,na}. Dann gilt Vn > N: b—e<a, <b, <c, <b+e.
Daraus folgt b, — b| < €, die ist die Definition von Grenzwert einer Folge.

3.4 Monotone Folgen

Definition. Eine Folge heisst monoton fallend (bzw. wachsend), wenn ¥Vn € N a, 41 < an bzw. any1 > ay gilt.
Stricht-monoton, wenn die Beziehungen ani1 < ap bzw. an41 > an gelten.

Satz. Jede beschrinkte, monotone Folge konvergiert; eine wachsende gegen sup(A) und eine fallende gegen
inf(A), wobei A die Wertenmenge der Folge bezeichnet.

Beweis. Sei s = sup(A) die kleinste obere Schranke, dann gibt es Ve > 0 ein ay mit s — € < ay und es folgt:
s—e<any <ap<s firn>N. Mit (—ay,) wird den Fall s = inf(A) beweist.
3.5 Der Satz von Weierstrass-Bolzano*

Wir betrachten jetzt einen der bekanntesten Satzen iiber Folgen.
Sei (zy,)n eine beschrinkte Folge von reellen Zahlen, dann gibt es eine konvergente Teilfolge” (zy, )n, . Dieser
Satz hat einen Analogon tiber das Thema der Maxima und Minima von Funktionen.

6Giiltig fiir alle n > N.
"Durch das Rausziehen von manchen Termen einer Folge, neu entstehende Folge.
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Beweis. Nach der Hypothese wissen wir, dass es zwei Werte (ag,bg) gibt, so dass ag < x,, < byg. Wir bezeichnen

b
jetzt co als der Mittelpunkt vom Intervall [ag,bo]: co = 0+ a0

und kénnen sicherstellen, dass entweder [ag, co

oder [cg, bo] unendlich viele Glieder der Folge (), enthdlt (wir rechnen mit dem ersten weiter). Die Lange wird

bo — a a b
0 O Wir setzen jetzt a1 = ag und by = ¢q. Jetzt wiederholen wir das Verfahren: ¢; = 1+

und definieren

2
bo —
wir zwet Intervalle der Lange 0 52 D Im allgemeinen erhalten wir fir jeden Schritt, Intervalle Iy, = [ag, bg] mit
by —
Mittelpunkt c,. Wir setzen wieder apy1 = agx und by+1 = ci. Die Lange der Intervalle Iy, ist dann 02k7+1a0

Somit haben wir zwei Folgen erhalten, (ax)r und (by)r mit der Eigenschaft:
ar < agpr b1 < by VE

Diese sind monoton und beschrdnkt und damit konvergieren sie (a — a,by, — b). Jetzt berechnen wir die
Grenzwerte:

by — ag

lim by —ap = lim
— o0 k k kooo 2k

Daraus folgt, dass b —a = 0 und b = a. Die Folgen (ax)r und (bg)r konvergieren deshalb zum gleichen
Grenzwert, den wir a nennen (wir sind fast fertig!!).

Vom Intervall [ag, bo] wihlen wir jetzt den Wert x,, aus der urspringlichen Folge, sowie x,, aus [a1,b1] usw.
Fiir x,, gilt dann die Beziehung:

Q. S Ty, S bk Vk

Mithilfe des Sandwichsatzes gilt dann

lim z,, =a
k—o0

Und die Teilfolge ist konvergent g.e.d.



