Kapitel VI. Vektoranalysis 29

4 Der Fluss

Es sei ein Vektorfeld ¥ gegeben, das im Bereich D(¥) definiert ist. Wir betrachten ein vollstandig
in D(¥) liegendes Flachenstiick S, das durch eine Parameterdarstellung gegeben ist und auf dem
die eine der beiden Normalenrichtungen 7 ausgezeichnet ist. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer
Fliissigkeitsstromung, so konnen wir fragen, wieviel Flissigkeit pro Zeiteinheit in Richtung 7
durch das Flachenstiick S hindurchfliesst. Diese Grosse nennt man den Fluss ® des Vektorfeldes
¥ in Richtung @ durch S.

Am einfachsten ist diese Frage natiirlich zu beantworten, wenn S ein ebenes Flachenstiick und
v ein homogenes Vektorfeld ist. Das pro Zeiteinheit durch S in Richtung 7 fliessende Volu-
men ist dann das Volumen des (schiefen) Zylinders mit Grundflache S und durch ¥ gegebenen
Mantellinien. Dieses Volumen ist offensichtlich

= (5-7) O,

wo O der Fliacheninhalt von S ist (siche Figur 1).

Fic. 1:
Fluss eines homogenen
Vektorfeldes durch ein
ebenes Rechteck
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Im allgemeinen Fall zerlegen wir S in “kleine” Teilbereiche dS; natiirlich tun wir dies mit Vorteil
langs der durch die Parameterdarstellung von S gegebenen Parameterlinien. Diese kleinen Teil-
bereiche dS koénnen approximativ als eben und das Vektorfeld in jedem dieser Teilbereiche
approximativ als homogen angesehen werden (siehe Figur 2). Der von dS herrithrende Anteil
d® des Flusses ist dann offenbar

d® =v-1ndO ,

wo dO der Flacheninhalt von dS bezeichnet. Die “Summe” all dieser Anteile, also das Integral,
ist dann der Fluss des Vektorfeldes v durch S in Richtung 7:

@://17-ﬁd0.
S
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FiGc. 2:
Fluss eines Vektorfeldes
durch ein Flachenstiick

Beispiel Gegeben ist eine elektrische Ladung e im Ursprung des Koordinatensystems. Gesucht
ist der Fluss des zugehorigen Coulombfeldes durch eine Kugeloberfliche mit Mittelpunkt in O
und Radius R von innen nach aussen. Es gilt
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Damit ist

e—»—»
@://SCﬁr-ndO,

wo 7 den dusseren Normaleneinheitsvektor der Kugeloberflache bezeichnet. Da 7 und 7 parallel
sind, gilt 7- 7 = R. Damit folgt

e e 9
@zCﬁ//SdO:CﬁZLﬂ'R =4nCe .

Der Fluss des Coulombfeldes zur Ladung e durch die Oberfliche einer Kugel mit Radius R, deren
Mittelpunkt mit e zusammenfallt, ist proportional zur Grésse der Ladung e und unabhéngig vom
Radius R.

Nicht immer ist die Berechnung des Flusses so einfach. Es sei das Flachenstiick S durch die
Parameterdarstellung

(u,v) — (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) , (u,v) €B

gegeben. Daraus folgt fiir den Normaleneinheitsvektor 7i(u, v)

Das Vorzeichen héngt davon ab, welche der beiden Normalenrichtungen auf S wir auszeichnen.
Da nach Abschnitt 3 das Flachenelement dO durch

dO = |7y (u,v) X 7y(u,v)| du dv

gegeben ist, folgt fiir den Fluss

o = :I://B U(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) - (Ty(u,v) X 7y (u,v)) du dv .

Dabei ist B der zu S gehorige Parameterbereich in der (u,v)-Ebene. Wie nicht anders zu
erwarten war, fiihrt die Umkehrung der Flussrichtung, d.h. die Wahl des anderen Normalenein-
heitsvektors zu einem Vorzeichenwechsel.
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Beispiel Es sei das Vektorfeld

U:(z,y,2) = 0(x,y,2) = (v2,2,9)

gegeben. Gesucht ist der Fluss ® von innen nach aussen von ¢ durch die Oberfliche S der
Einheitskugel mit Mittelpunkt in O. Die Flache S kann durch die Parameterdarstellung

(u,v) — 7(u,v) = (sinv cos u, sin v sin u, cos v)
mit 0 < u < 27, 0 < v < 7 beschrieben werden. Dann gilt (sieche Abschnitt 3)

2 2

T (U, v) X 7y (u,v) = (—sin” v cos u, — sin“ vsin u, — sin v cos v) .

Dieser Normalenvektor (kein Einheitsvektor) ist nach innen gerichtet. Damit erhalten wir fiir
den Fluss von innen nach aussen, also in der zu 7, x 7, entgegengesetzten Richtung

@ = — [ [ )y o). (0 0) - (Fuluo) % 7o (u,) du do

2 2

= // (sin v cos u cos v, cos v, sinwsin u) - (sin” v cos u, sin“ v sin u, sin v cos v) du dv
B

2

= // (sin® v cos v cos® u + sin? v cos v sin u + sin® v cos vsin u) du dv
B

T 2 3 9
= /dv/ sin” v cos v cos” u du
0 0
T .3
= 7r/ sin” v cos v dv
0
1.
= 7 |=sin*v
4

= 0.

™

0

Beispiel Gesucht ist der Fluss (in Richtung der dusseren Normalen) des Vektorfeldes

Ui (2,y,2) = 0(x,y,2) = (22 —yz, 22 + 3y, 2y — 2)

durch den Kegelmantel des Kegels mit Spitze in O, der Achse gleich der z-Achse, dem halben
Offnungswinkel /4 und der Hohe 1. Der Kegelmantel 14sst sich durch die Parameterdarstellung

(p, ) — (pcosp,psing, p)
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F1G. 3:
Kegelmantel mit
Normalenvektor 7, X 77,

beschreiben, wobei p und ¢ Polarkoordinaten in der (x,y)-Ebene bezeichnen und der Bereich B
durch 0 < p <1 und 0 < ¢ < 27 gegeben ist. Es gilt dann

Tp(p,p) = (cose,singp,1)

To(p,p) = (—psing, pcosp,0)
" L _ : 2 2 _ ;
Tp(psp) X Tp(p,p) = (—pcosp, —psinp, p(cos”™ p +sin” p)) = (—pcosp, —psingp,p) .

Dieser Normalenvektor ist nach innen gerichtet (siche Figur 3). Deshalb gilt fiir den gesuchten
Fluss ®

o = // (2pcos p — p*sin p, p? cos @ + 3psin g, p? sin pcos  — p) - (pcos @, psin g, —p) dp dp
B
= // (2p2 cos? p — p? sin @ cos ¢ + p3sin @ cos ¢ + 3p? sin? ¢ — p3sin<pcos<p+p2) dp dp
B
1 2
= / dp de (2p? cos® o — p3sin pcos g + 3p*sin? ¢ + p?) .
0 0

Wegen

2m 2m
/ cos? ¢ dgpz/ sin dp=m
0 0

und
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2m
/ cos psiny dp =0
0

folgt schliesslich

1 1
P = / (20%m + 3pn + p*21) dp = Tr / p? dp ="Tr/3 .
0 0





