16 U. Stammbach: Analysis, Teil B

3 Flachen in Parameterdarstellung

Ein Flachenstiick S, auch kurz eine Fliache genannt, im dreidimensionalen Raum lasst sich wie
folgt beschreiben

(a) Als Graph einer Funktion von zwei Variablen f : (z,y) — f(x,y), oder
(b) durch eine Gleichung g(z,y,2) =0 , oder

(¢) durch eine Parameterdarstellung

(u,v) = (u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) .

Eine Parameterdarstellung ist nichts anderes als eine Abbildung eines Bereiches B der (u,v)-
Ebene (Parameterebene) in den dreidimensionalen Raum (siehe Figur 1).

(y) Fic. 1:
Parameterdarstellung einer
Flache als Abbildung eines
() Bereichs B der (u,v)-Ebene in
den dreidimensionalen Raum

Beispiel Die Ebene durch den Punkt Py = (z0, yo, 20), aufgespannt durch die Vektoren @ und
b mit ¢:=a x b # (0,0,0) wird beschrieben durch die Parameterdarstellung
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7 (u,v) — Fu,v) = (xg + aru + biv, yo + agu + bov, 29 + agu + bsv)

bzw. durch die Gleichung

c(z — xo) +02(y - yo) + c3(z — 20) =0.

Halt man in der Parameterdarstellung eines Fldchenstiicks S den Parameter v fest, v = vg, so
ist

u — 7(u, vg)

die Parameterdarstellung einer Kurve (u-Linie) auf der Flache. Hélt man den Parameter u fest,
U = ug, So ist

v — 7(ugp,v)

FiGc. 2:
Zur Definition der
Parameterlinien

Vo

o (u)

die Parameterdarstellung einer Kurve (v-Linie) auf der Fliche (sieche Figuren 2,3). Diese Kurven
auf dem dargestellten Flachenstiick S heissen Parameterlinien. Man vergleiche dazu Kapitel
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FiG. 3:
Parameterlinien auf einer Flache

V, Abschnitt 4 {iber Koordinantentransformationen, wo die Koordinatenlinien auf ganz analoge
Weise definiert worden sind.

Beispiel Die Oberflache der Kugel mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung lasst sich durch
die Gleichung

P2+ +22-R*=0

beschreiben. Eine Parameterdarstellung ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der Kugelkoordinaten.
Setzen wir u = ¢ und v = 6 dann stellt

(u,v) — (Rsinvcosu, Rsinvsinu, Rcosv)

mit 0 < u < 27 und 0 < v < 7 die Kugeloberfliche dar (siehe Figur 4). Die Parameterlinien
sind die von der Geographie auf der Erdkugel her bekannten Breitenkreise (v konstant) und
Meridiane (u konstant).

Beispiel Die Mantelfliche des geraden Kreiskegels mit halbem Offnungswinkel o, Spitze im
Ursprung und z-Achse als Achse lasst sich durch die folgende Parameterdarstellung beschreiben.
Mit Hilfe der Kugelkoordinaten (f = «) erhélt man eine Parameterdarstellung dieser Fliche,
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Fic. 4:
Parameterdarstellung
einer Kugel

Fic. 5:
Parameterdarstellung
eines Kegels

19
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indem man u = r und v = ¢ setzt, namlich

(u,v) — 7(u,v) = (usin a cos v, usin asin v, u cos «) .

Der zur Mantelfliche gehorige Parameterbereich ist durch 0 < u < oo und 0 < v < 27 gegeben
(siehe Figur 5). Die u-Linien sind die Mantellinien des Kegels, die v-Linien sind die zur (z,y)-
Ebene parallelen Kreise mit Mittelpunkt auf der z-Achse.

Beispiel Es sei eine Kurve K durch die Parameterdarstellung

u— 8(u) = (z(u), y(u), 2(u))
gegeben. Die Flache, die beim Durchlaufen der Kurve K von der Tangente an die Kurve iiber-
strichen wird, heisst Tangentenfidche S der Kurve. Wir setzen L?(u) = §(u) und erhalten damit
die folgende Parameterdarstellung von S

(u,v) — 7(u,v) = 5(u) + vi(u) .

Die v-Linien sind gerade die Tangenten an die Kurve K, die u-Linie, die zu v = 0 gehort, ist die
Kurve K.

Die Fléche S sei durch die Parameterdarstellung (u,v) — 7(u,v) gegeben. Auf S halten wir den
Punkt P fest. Er gehore zu den Parametern (ug,vp). Wir wollen die Tangentialebene an S
im Punkte P studieren, insbesondere den zugehorigen Normaleneinheitsvektor 7i(ug, vg). Zu
diesem Zweck betrachten wir die durch P gehende u-Linie

u— ’F(u’ UO)

und die durch P gehende v-Linie
v — 7(ugp,v) .

Die Tangentialvektoren dieser beiden Kurven im Punkte P, d.h. die Vektoren 7, (ug,v9) und
7y (ug, Vo) spannen offenbar die Tangentialebene auf. Damit ist ihr Vektorprodukt ein zur Fléache
S in P senkrecht stehender Vektor. Der normale Einheitsvektor zur Flache S in P wird also
durch

Ty (o, Vo) X Ty(uo,v0)
|7 (0, vo) X T (uo,v0)|

7i(ug,vo) = £
beschrieben (siehe Figur 6). Natiirlich sind fiir 77 zwei Richtungen moglich.

Beispiel Gesucht ist der Normaleneinheitsvektor der Tangentenflache
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ﬁ(uo ) ’Uo)

Fic. 6:
Normalenvektor zu einer durch
eine Parameterdarstellung
gegebenen Fliache

7u (0, v0)

Es gilt

Damit erhalten wir

Foulu,v) X Tylu,v) = (Su) + v5(w)) x §(u) = v (5u) x 5(u)) ,
also

. S(u) x §(u)
n(u,v) = +—"-—-—-—.
v |5(u) x 5(u)|

Wir stellen fest, dass 7i(u,v) in diesem Beispiel vom Parameter v unabhéngig ist. Dies bedeutet,
dass der Normaleneinheitsvektor auf einer v-Linie konstant ist. Da die v-Linien die Tangenten
an die urspriinglich gegebene Kurve K sind, folgt daraus, dass die Tangentialebene an die Flache
im Punkte P diese langs der durch P gehenden Tangente an die Kurve K beriihrt.
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FiG. 7:
Tangentenflache an die
Schraubenlinie. Der gezeichnete
Teil gehort zu negativen Werten
des Parameters v.

S o
SN
SIS 771 \
8 NS i e g
ey =t

Beispiel Wir betrachten den Spezialfall des vorhergehenden Beispiels, wo die Kurve K die
Schraubenlinie

u — §(u) = (cosu,sinu, hu)

ist. Die Tangentenflache (siehe Figur 7)

(u,v) = i, v) = 5(u) + vilu)
besitzt den Normaleneinheitsvektor

1
N/

wobei wir eine der beiden moglichen Richtungen des Normaleneinheitsvektors ausgezeichnet
haben. Berechnet man den Winkel w zwischen 7i(u,v) und dem Einheitsvektor in z-Richtung,
so erhalt man

fi(u,v) = (=hsinu,hcosu,—1) ,

-1

cosw=1(0, 0, 1)-7i(u,v) = —— .
(0, 0, 1) i(u,0) = —=s
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Wir entnehmen diesem Resultat, dass w unabhéngig ist von u und v, d.h. dass w auf der
ganzen Fliche konstant ist: die Tangentenfliche an die Schraubenlinie hat gegeniber der (z,vy)-
Ebene tiberall dieselbe Neigung. Flachen mit dieser Eigenschaft treten etwa als Oberflachen von
Aufschiittungen von losem Material in Erscheinung; in der Mathematik heissen sie deshalb auch
Bdschungsflichen.

Bemerkung Der Leser iiberlege sich an dieser Stelle, wie der Normaleneinheitsvektor einer
durch eine Gleichung g(x,y,z) = 0 gegebenen Fliche auf ganz andere Art, ndmlich mit Hilfe
des Gradienten dargestellt werden kann.

Als néchstes interessieren wir uns fiir den Oberflicheninhalt eines durch eine Parameter-
darstellung gegebenen Fliachenstiicks S. Es sei S durch die Parameterdarstellung

(u,v) — 7(u,v)

FiG. 8:
Zur Berechnung der Oberflache
eines Flachenstiicks

gegeben, wo (u,v) tiber den Bereich B in der (u,v)-Ebene variiert. Wir denken uns S durch
das Netz der Parameterlinien in kleine Teilstiicke eingeteilt. Lassen wir v um du und v um
dv wachsen, so erhalten wir auf der Flache S ein differentielles Fliachenstiick dS. Dieses kann
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naherungsweise als ebenes Parallelogramm angesehen werden, welches durch die Vektoren

—

m(u+ du,v) — F(u,v) ~ 7y(u,v) du

™(u,v + dv) — Fu,v) ~ 7y(u,v) dv
aufgespannt wird. Sein Fléacheninhalt dO lasst sich approximativ durch den Absolutbetrag des
Vektorproduktes ausdriicken (siehe Figur 8). Es ist also

dO = |7y (u,v) X 7y(u,v)| du dv.

Der Flacheninhalt O des Flachenstiicks S ist die “Summe” all dieser Anteile dO, also

0= // |7 (u, v) X 7y (u,v)| du do .
B

Man beachte, dass in der Formel iiber den Parameterbereich B in der (u, v)-Ebene zu integrieren
ist, der zum Flachenstiick S gehort.

Bemerkung Es handelt sich bei den obigen Uberlegungen nicht um eine mathematische Her-
leitung, vielmehr miisste an dieser Stelle der Begriff des Flacheninhaltes einer gekriimmten
Flache definiert und dann gezeigt werden, dass die obige Formel unter verniinftigen Voraus-
setzungen an die Funktion (u,v) — 7(u,v) diesen Flacheninhalt liefert. Hier haben wir uns mit
einigen mehr heuristischen Uberlegungen begniigt. Der Mathematiker kann allerdings zeigen,
dass sie fiir “verniinftige” Parameterdarstellungen zum richtigen Resultat fithren. Insbesondere
bedeutet dies, dass der Wert des Integrals nicht von der Parameterdarstellung abhéngig ist,
die man fiir ein geometrisch gegebenes Flachenstiick gewéhlt hat: das Integral liefert fiir ver-
schiedene “verniinftige” Parameterdarstellungen desselben Fléchenstiicks das gleiche Resultat.

Beispiel Wir betrachten die Oberfliche der Kugel vom Radius R und Mittelpunkt O;

(u,v) — (Rsinvcosu, Rsinvsinu, Rcosv)

mit 0 <u <27, 0 <v <. Esgilt

Tu(u,v) = (—Rsinvsinu, Rsinvcosu,0)
my(u,v) = (Rcosvcosu,Rcosvsinu, —Rsinv)
Fu(u,v) X 7y(u,v) = (—R?*sin®vcosu, —R?sin? vsinu, —R*sinwv cosv) .

Das Vektorprodukt 7, x 7, ist ins Innere der Kugel gerichtet. Es ergibt sich

dO = |y (u,v) X 7y(u,v)| du dv = RZ%sinv du dv

(eine Formel, die sich tibrigens auch direkt aus der Figur 9 ablesen lédsst) und damit
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Fic. 9:
Zur Berechnung der
Oberflache einer Kugel

2T T 27
O:/ du/ R%sinv dv:Rz/ du [—cosv]] = 4nR* |
0 0 0
ein uns wohlbekanntes Resultat.

Beispiel Gesucht ist der Flacheninhalt der Tangentenfliche an die Schraubenlinie
(u,v) — 7(u,v) = (cosu — vsinu, sinu + v cosu, h(u + v))

fir 0 <wu < 7/2, —u < v <0 (siche Figur 10). Dies beschreibt den Teil der Schraubenfléche,
der zum Stick der Schraubenlinie im ersten Oktanten gehort und der sich zwischen diesem
Kurvenstiick und der (z,y)-Ebene befindet.

Es gilt
Tu(u,v) = (—sinu —vcosu,cosu —vsinu,h)
Ty(u,v) = (—sinu,cosu,h)
7o (U, v) X 7y(u,v) = (—hvsinu, hvcosu, —v) .

Daraus ergibt sich das Oberflachenelement

dO = ’Fu(ua U) X F’U(ua U)’ du dU = ’U’ V h2 + 1 du d’U s
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0.5+ (’U)

F1G. 10:
Der Bereich B der (u,v)-Ebene

und der Flacheninhalt berechnet sich zu

0O = // |70 (w, v) X 7y (u,v)| du dv
B

w/2 0
= \/h2—|—1/ du [ dv |v]
0 —u
/2 270
- \/h2+1/ l—%] du
0 —Uu

/2 2
= \/h2+1 / ?du
0

377/2
= Vh2+1 u—]
0
3
T
= h24+1—.
+ 48

Beispiel Wir betrachten den Bereich A der (z,y)-Ebene, welcher durch die positive z-Achse
und die Kurve p = cos(¢/4) begrenzt wird (siehe Figur 11). Wie gross ist der Flacheninhalt des
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FiG. 11:
Der Bereich A der (z,y)-Ebene

iiber dem Bereich A liegenden Teils S der Oberfliche der Einheitskugel.

Wir wéhlen zur Beschreibung des Fléchenstiicks S als Parameter Polarkoordinaten in der (z,y)-
Ebene. S wird dann durch die Parameterdarstellung

(p, ) — (p, ) = (pcos g, psin p, M)
beschrieben. Der Definitionsbereich A ist durch 0 < ¢ <27, 0 < p < cos(p/4) gegeben. Dann

1st

. ) p
(P, 0) = (COS ®, s @, _17—p2>

To(psp) = (—psing, pcosp,0)
2

2
. . p p :
(P, ) X Tu(p, = | ——=——= co0sp, ———= siny,
o(P:#) X T (ps p) < A S s0p>

p4 p4 1/2 p
r P 2 ) 2
1700y 0) X (@) = (1_/)2 cos? o+ 7 sin <p+p> = L.

Daraus ergibt sich der gesuchte Flacheninhalt

p
0 = [[ —Lrpa
vl
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/27r J /cos(cp/4) p J
—Jo 4 0 V11— p? r

on cos(ip/4)
[l
0 0

= 27ralgo (—y/1 —cos?(p/4) +1)

0
2

= [ e (1=sin(e/4)

= [p+4cos(p/A)E"
= 2m—4.

Man beachte, dass der Oberflacheninhalt der halben Einheitskugel gerade 27 betragt.

Wir betrachten zum Schluss noch kurz den Fall, wo das Flachenstiick S auf einfache Weise als
Graph einer Funktion f von zwei Variablen (x,y) gegeben ist. Setzen wir u = z und v = y, so
erhalten wir aus dieser expliziten Darstellung sofort eine Parameterdarstellung von S

(u,v) — F(u,v) = (u,v, f(u,v)) .

Das tibliche Vorgehen liefert dann mit

7u(u,v) = (1,0, fu(u,v))

und

Ty(u,v) = (0,1, fy(u,v))

sofort

Tu (U, v) X 7y (u,v) = (= fu(u,v), —fy(u,v),1)

so dass man

dO = \/f2+ f2+1 dudv

erhélt. Der Oberflicheninhalt eines iiber dem Bereich B liegenden Graphen einer Funktion
f:(x,y) — f(x,y) von zwei Variablen berechnet sich also mit Hilfe der Formel

0= [ | Vialwm)? + ()P +1 dody.

wobei wir natiirlich wieder zur urspriinglichen Variablenbezeichnung zuriickgekehrt sind.





