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5 Der Divergenzsatz

Gegeben sei ein Vektorfeld 7 : (z,y,2) — ¥(z,y,2) und ein endlicher raumlicher Bereich B
(Kugel, Torus, etc) mit berandender Flache 0B. (Um der mathematischen Strenge Geniige
zu tun, setzen wir voraus, dass sich 0B aus endlich vielen Flachenstiicken zusammensetzt, die
sich durch stetig differenzierbare Parameterdarstellungen beschreiben lassen.) Auf 0B sei der
dussere Normaleneinheitsvektor ausgezeichnet (siehe Figur 1).

Wir setzen voraus, dass ¥ in ganz B definiert und dort “regulér” ist, d.h. dass ¢’ einmal stetig
differenzierbar ist. Dann gilt der iiberraschende und wichtige Divergenzsatz, Satz von Gauss
(C. F. Gauss 1777 - 1855):

Satz Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

@:// 17-ﬁd0:/// divd dV .
0B B

Der Fluss des Vektorfeldes U von innen nach aussen durch die berandende Fliche 0B von B ist
gleich dem Volumenintegral der Divergenz von U tber den Bereich B.

Beispiel Wir betrachten das Vektorfeld

U (z,y,2) = 0(x,y,2) = (12,2,9)

und die Einheitskugel B mit Mittelpunkt in O. Wir haben in einem Beispiel in Abschnitt 4
bereits gesehen, dass der Fluss ® (von innen nach aussen) von ¢ durch die Kugeloberfliche Null

ist. Nach dem Satz von Gauss gilt
@:/// divv dV
B

so dass sich der Fluss ® auch als Volumenintegral berechnen lasst. Wir erhalten div ¢ (z,y, z) =

B

erhélt man aber Null, da der von der oberen Halbkugel herriihrende Anteil den Anteil der untern
Halbkugel kompensiert. (Natiirlich kann man mit Hilfe von Kugelkoordinaten dieses Integral
auch leicht direkt berechnen: Es gilt z = rcosf , dV = r?sinf dr dp df . Also
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Fic. 1:
Zum Satz von Gauss

1 21 T
///de:/dr/ dgo/ df rcosf r’sinfd =0 .)
B 0 0 0

Wir beweisen den Satz von Gauss hier nicht. Immerhin wollen wir ihn in einem Spezialfall
verifizieren, im Spezialfall namlich, wo der Bereich B ein achsenparalleler Quader ist. Es sei B
beschrieben durch die Ungleichungen (siehe Figur 2)

Fiur das Vektorfeld

v — 17(.’13,y, Z) = (Ul(x)y) Z),Uz(SU,y, Z)7U3($aya Z))

ist dann das Volumenintegral

///BdivﬁdV:///B%(x,y,z) dV—l—///B%—Q;(x,y,z) dV—i—///B%(x,y,z) dv
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I

| r=>5 FiGc. 2:

| Spezialfall des Satzes von Gauss
I

auszurechnen. Fiir dessen ersten Summanden gilt nun

///8ley, v = /dz/ dy/b%d:c

_ /dz/ dy (v1(b,y,2) —vi(a,y, 2))

= /dz/ dy v(b,y,z) - (1,0,0) +/ dz/ dy v(a,y,z) - (—1,0,0)
s o
/ S

wo S} die rechte und S; die linke Seitenfliche des Quaders B bezeichnet. Der erste der obigen
Summanden ist also gleich dem Fluss (von innen nach aussen) des Vektorfeldes ¥ durch die
Seitenflichen S; und S]. Analog verfahrt man mit den iibrigen beiden Summanden. Damit
erhalt man im Falle des Quaders tatsachlich

/// divﬁdV:// 77 dO
B 0B

Im Rest dieses Abschnittes zeigen wir noch, wie der Satz von Gauss eine koordinatenfreie De-
finition der Divergenz liefert. Diese ermoglicht dann ihrerseits eine anschauliche Interpretation
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der Divergenz eines Vektorfeldes.

Zur Einleitung betrachten wir neben dem (z,y, z)-Koordinatensystem ein zweites kartesisches
Koordinatensystem (&,7, (). Ist uns im (z,y, z)-Koordinatensystem ein Vektorfeld

U (z,y,2) — U(x,y, 2) = (n1(z,y, 2),v2(,y, 2), v3(x, Y, 2))

gegeben, so stellt sich dieses im neuen (&, 7, ¢)-Koordinatensystem natiirlich durch andere Kom-
ponenten dar:

5: (5#7, C) - 5(57777 C) = (61(57777 C)ﬂb(fﬂ% C)a63(£a77a C)) .

Es ist auch zu erwarten, dass die partielle Ableitungen der Komponenten o1, 79, U3 nach den
neuen Koordinaten £, 7, ¢ mit den partiellen Ableitungen von v, v9, v3 nach z, ¥, z wenig mehr zu
tun haben werden. Umso iiberraschender ist deshalb das Resultat, dass die Summe der partiellen
Ableitungen der Komponenten des Vektorfeldes U nach den drei entsprechenden Koordinaten vom
Koordinatensystem unabhdngig ist:

ou
ox

81)1 8@2

0 v
(SC,y,Z) + % ('T’y’ Z) - g (57777 C) (57777 C) ’Ug

% (&n,¢) -

(@) + 52

Die Divergenz des Vektorfeldes, wie wir sie formal definiert haben, ist vom gewahlten (karte-
sischen) Koordinatensystem unabhéngig.

Wir beweisen dies, indem wir mit Hilfe des Satzes von Gauss eine koordinatenfreie Definition
von div ¥ angeben. Wir betrachten zu diesem Zweck einen festen Punkt Py = (x0, y0, 20) und
eine Kugel K, um Fy mit Radius » und Oberflache S,. Dann gilt nach dem Satz von Gauss

/// dideV:// -7t dO

wo 7 den dusseren Normaleneinheitsvektor bezeichnet (siehe Figur 3). Der Mittelwertsatz der
Integralrechnung fiir Volumenintegrale besagt, dass ein Punkt P. = (z,,y;, 2,) in K, existiert
mit

4
// div e dV = a3 div 7 (z,, yr, 2r) -
K, 3

Lésst man nun r gegen Null gehen, so ergibt sich

div ¥(x, yo, z0) = lim — //
r—0 grd .
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Fic. 3:
Der Fluss durch die Oberflache
einer (kleinen) Kugel um P

Da der Fluss des Vektorfeldes ¢ durch S, definitionsgemaéss nicht vom gewahlten Koordinaten-
system abhéngig ist, ist auch die linke Seite der Gleichung vom gewahlten Koordinatensystem
unabhangig. Dies war zu beweisen.

Wir sehen aus diesen ﬂberlegungen, dass die Divergenz div ¢ eines Vektorfeldes ¥ in Py =
(0, Y0, 20) ein Mass fiir den aus der Volumeneinheit um Py heraustretenden Fluss des Vektor-
feldes ist.

Die Aussage div U (o, yo,20) > 0, bedeutet, dass in Py pro Volumeneinheit ein positiver Fluss
erhalten wird. Anschaulich l&sst sich dies dadurch deuten, dass in Py fortlaufend “Fliissigkeit
erzeugt wird”. Man nennt deshalb eine solche Stelle eine Quelle des Vektorfeldes v.

Die Aussage div ¥ (zg,y0,20) < 0, lésst sich dadurch interpretieren, dass in Py fortlaufend
“Flissigkeit verschwindet”; man spricht dann von einer Senke oder von einer negativen Quelle
des Vektorfeldes.

Ein Vektorfeld ¥, dessen Divergenz im ganzen Definitionsbereich verschwindet, div ¢ = 0 heisst
quellenfrei. Anschaulich ist nach dem eben Gesagten klar, dass Stromungsfelder inkompressib-
ler Medien quellenfrei sind; dies ldsst sich, wie wir in Abschnitt 6 sehen werden, auch theoretisch
bestatigen. Durch direkte Rechnung haben wir ausserdem bereits im Abschnitt 2 gezeigt, dass
das Coulombfeld quellenfrei ist.



