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3 Das Taylorsche Polynom

Als Vorbereitung betrachten wir hier zuerst das folgende einfache Problem. Fiir ein Polynom
n-ten Grades x — P(z), schreiben wir den Wert P(z¢) in zp und die Werte der ersten n
Ableitungen

P'(z0), P"(x0), ..., P™ (z)

vor. Gesucht sind die n + 1 Koeffizienten von P. Der Ansatz

P(x) = by + b1z + bopa® + - + bya™

liefert offenbar das lineare Gleichungssystem

bo + bixo + bl 4+ b3z + -+ byxlh = P(xo)
by + 2bgxg + 3bgad + -+ nburpt = P'(xo)

nn—1)(n—2)---2-1b, _ P (z0) .

Dieses ldsst sich leicht 16sen, indem man mit der letzten Gleichung beginnt. Wir verzichten
hier auf die explizite Angabe der Losungen und verfolgen statt dessen noch einen weiteren
Loésungsweg, der von einem andern Ansatz fiir P(z) ausgeht. Wir setzen

P(z) :aO‘*‘al(x—xo)+a2($—wo)2+---+an(x—x0)” .

Da die Ableitungen von z — P(z) durch

P'(x) = a1+ 2ax(x — x0) + 3az(x — x0)? + - + nap(z — x0)"

P'(z) = 2a9+3-2a3(x —x0) +--- +n(n — 1)ay(z — x0)" 2

P () ; nn—1)(n—-2)---2-lay

gegeben sind, erhalten wir fiir die Koeffizienten ag, a1, ao, ..., a, ohne Schwierigkeit
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1
a9 = P(z0), a1 = P'(wo), ag = 5P"(20); .- an = n—P(n)(xo) :

Beispiel Gesucht ist das Polynom dritten Grades mit P(1) = P/(1) = P"(1) = P"(1) =6 .
Nach obigem erhalten wir

Gegeben sei nun eine Funktion x — f(z), und es sei xg ein (innerer) Punkt des Definitionsberei-
ches von f. Als eine der ersten Anwendungen der Differentialrechnung haben wir gelernt (siehe
Kapitel 11, Abschnitt 2), die Funktion f in xg zu “linearisieren”, d.h. die Funktion f durch
diejenige lineare Funktion P zu ersetzen, die in zy denselben Wert annimmt wie f, P(xg) =
f(zg), und dort auch die gleiche erste Ableitung besitzt, P'(zg) = f'(xg). Dies ist fiir das
Polynom P ersten Grades gerade das oben diskutierte Problem. Wir erhalten fiir P

(3.1) x — P(x) = f(xo) + f'(x0)(z — z0) ,

in Ubereinstimmung mit der uns schon bekannten Formel fiir die lineare Ersatzfunktion. Wir
erinnern auch daran, dass die lineare Ersatzfunktion (3.1) in der Umgebung von z( die Funktion
f gut approximiert.

Allgemeiner kénnen wir nun natiirlich auch nach dem Polynom n-ten Grades © — P, (x) fragen,
welches in zy denselben Wert annimmt wie f, P,(z9) = f(xo) und dort auch die gleichen n
ersten Ableitungen besitzt

Py(wo) = f'(w0), PY(x0) = f"(wo), -, B (x0) = f™ (o) .
Offenbar ist P,, gegeben durch
£ (o)

($—$0)3+"'+T(9€—9€0)n-

fl//(xo)
3!

f'(z0)
1!

#(0)
2!

Po(z) = f(o0) + (z — o) + (z—z0)* +

Das Polynom P, heisst das Taylorpolynom n-ten Grades von f in xy. Das Taylorpolynom
ersten Grades ist die lineare Ersatzfunktion. Man konnte deshalb statt vom Taylorpolynom n-ten
Grades auch vom Ersatzpolynom n-ten Grades sprechen. Neben der linearen Approximation hat
man somit auch eine quadratische Approximation (n = 2), und allgemeiner eine Approximation
n-ten Grades.

Beispiel Fiir die Sinusfunktion & — sin z bestimme man das Taylorpolynom P, zweiten Grades
in z9 = m/6. Wir erhalten (siehe Figur 1)



Kapitel IX. Potenzreihen 11

Py(z) = f(zo) +

sinx Fic. 1:
Das lineare und quadratische
Taylorpolynom fir
x —sinz in g = 7/6

/6 ()

Man vermutet natiirlich, dass das Taylorpolynom n-ten Grades von f in xg die Funktion f in
der Umgebung von xg “gut” approximieren, und zwar “umso besser”, je hoher der Grad n des
Taylorpolynoms ist. Fiir sehr viele Funktionen ist das tatsachlich der Fall. Wir illustrieren den
Sachverhalt an den folgenden beiden Beispielen.

Beispiel Gegeben sei die Funktion f : z — e*. Wegen f'(z) = f"(z) = ... = fM(z) = €*
erhalten wir fiir das Taylorpolynom n-ten Grades P, in zg =0

1 1 1
Pn(x):1+x+ix2+§x3+---+mx".

Unsere Vermutung bestéatigend stellen wir fest, dass P, fiir f eine “gute” Approximation ist und
zwar eine “umso bessere” (d.h. insbesondere in einem umso grosseren Intervall mit Mittelpunkt
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xo = 0) je grosser der Grad n des Taylorpolynoms P, ist. Die Figuren 2,3,4 machen diesen
Sachverhalt auch optisch klar.

Fic. 2:
Die lineare Ersatzfunktion
. . von x — e in xg = 0 ist im
o ot Intervall [—0.1,0.1] eine
gute Approximation

Beispiel Gegeben sei die Funktion f :x — cosz und x¢g = 0. Wegen

f(z) = —sinx, f'(z) = —cosz, f"(x) =sinz, f"(x) =cosz, ...
ist das Taylorpolynom (2n)-ten Grades von f in z( gegeben durch

1 1 1 1
Py, (z) = 1—§x2+ﬂx4—ax6+---+(—1)” 2

Auch hier stellt man fest, dass P, fiir f eine “gute” Approximation ist: Das zu zo = 0 sym-
metrisch liegende Intervall, in dem die Approximation von cosz durch P, (x) “gut” ist, wird
dabei mit wachsendem Grad des Polynoms immer grosser und grosser (siehe Figur 2 in Abschnitt
4).

Wie fiir die lineare Ersatzfunktion, so kann die Mathematik auch fiir die héheren Taylorpolynome
Aussagen iiber die “Giite” der Approximation d.h. iiber den “Fehler” f(x)— P,(z) machen. Auf
diese sogenannten Restgliedabschdtzungen gehen wir hier aber nicht ein.
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Fic. 3:
Im Intervall [—0.5,0.5] ist die

Approximation durch die lineare

Ersatzfunktion von x — €% in
xg = 0 nicht mehr gentigend
gut, hingegen ist die
Approximation durch die
quadratische Ersatzfunktion
noch befriedigend

Fic. 4:
Im Intervall [—1.2,1.2] geniigt
auch die quadratische Ersatz-
funktion von z — €* in zg =0
nicht mehr, erst die kubische
liefert ein befriedigende
Approximation



