Kapitel IX. Potenzreihen 3

1 Zu Konvergenz und Divergenz von Reihen

Die (unendliche) Reihe

o0
(1.1) Zak:a0+a1+a2+---, ag,a1,a2,... € R,
k=0
besitzt die Glieder ag, a1, as, ... und die Partialsummen sg, s1, So, .. .,
S0 = Qo
s1 = agtar
S3 = ap+ a1+ a2

Sp, = ap+art+ax+---+an.

Konvergiert die Folge sg, $1, s2, ... der Partialsummen gegen s, so heisst die Reihe (1.1) konver-
gent, und s heisst deren Summe. Dann schreiben wir

oo
Z%ZS-
k=0

Divergiert die Folge der Partialsummen, so heisst die Reihe (1.1) divergent.

Beispiel Die geometrische Reihe mit Faktor z,

l+z+a®+a28 4+

besitzt die Glieder a, = 2* , k = 0,1,2,.... Sie konvergiert fiir |z| < 1 (siehe Kapitel I, Abschnitt
1). In diesem Fall ist ihre Summe gegeben durch

1

l+z+a”+2°+- = :
11—z

Fir |z] > 1 divergiert die geometrische Reihe. Im Bereich der Konvergenz, d.h. im Intervall
(—1,+1) definiert die geometrische Reihe eine Funktion, ndmlich x — 1/(1 — z) (siehe Kapitel
I, Abschnitt 1).



4 U. Stammbach:

Beispiel Fiir |z| < 1 gilt offenbar

1 1

= :1_ 2_ 3 cet .
1+ 1—(-=x) vt

Beispiel Fiir |z] < 1 gilt offenbar

1 1
_ — 1 — g2 4_ .6 ..
522 1= (a2 rrH+xT —x +

Beispiel Die sogenannte harmonische Reihe

4242424
23" 4

divergiert (siehe Kapitel I, Abschnitt 1).
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Beispiel Die sogenannte alternierende harmonische Reihe (siehe Figur 1)
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Fic. 1:
Die Partialsummen
der alternierenden
harmonischen Reihe
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konvergiert. Um dies einzusehen, bemerken wir zuerst das Folgende. Wegen

1 1 1 1
=1—-— — ... —_1\" — _ —1)"
on 2713 R B S |
gilt
1
— 81 = (—=1)" .
Sn=Sn1 = ( )n—i-l

Tragen wir die Werte der Partialsummen als Punkte auf der Zahlgeraden ab, so ist der Schritt
von s, 1 zu s, wegen dem Vorzeichen alternierend einmal nach links und dann nach rechts
zu tun. Ausserdem strebt die Schrittlange mit zunehmendem n gegen Null. Die Folge der
Partialsummen der alternierenden harmonischen Reihen konvergiert deshalb, und zwar liegt
offenbar der Limes s fiir jedes n zwischen s,,_1 und s,,. Wie gross dieses s ist, lasst sich numerisch
angenahert bestimmen; allerdings konvergiert die alternierende harmonische Reihe sehr langsam.
Wir werden weiter unten diese Summe auf {iberraschende Weise, d.h. nicht “nur” numerisch
beschreiben kénnen.

Wir entnehmen diesen wenigen Beispielen sofort die zwei folgenden allgemeinen Erkenntnisse.
Satz Konvergiert die Reihe Y p—gar = ag+ai +az +--- (gegen s ), so gilt limy_,ocar, =0 .

In der Tat gilt ja s, — s,—1 = a, und ein Grenziibergang n — oo liefert

lim a,, = lim s, — lim s,,_1=5s—s5=0.
n—oo n—oo n—oo

Die harmonische Reihe zeigt, dass aus |a,| < |an—1] fiir alle n und

lim a, =0
n—oo

nicht notwendigerweise folgt, dass die Reihe konvergiert. Die Uberlegung, die wir im Falle der
alternierenden harmonischen Reihe angestellt haben, liefert aber das folgende niitzliche Resultat.

Satz Die Rethe Y j—gar = ap + a1 + ag + - - - sei alternierend (die Vorzeichen wechseln ab).
Gilt ausserdem |ay| < |an—1| fir alle n > 1 und lim, o a, = 0, so konvergiert die Reihe.



