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2 Partielle Ableitungen

Man stelle sich den Graphen I'(f) der Funktion f : (z,y) — f(x,y) als “Geldnde” iiber der
(x,y)-Ebene vor (beschrieben etwa durch die Niveaulinien). Ferner stelle man sich vor, dass ein
Wanderer in diesem Geldnde einem Weg folgt, der in der (x,y)-Ebene durch die Parallele y = yg
zur z-Achse beschrieben wird. Von eminenter Wichtigkeit fiir unseren Wanderer ist die Frage
nach der Steigung des Weges.

Wir erhalten diese Steigung, indem wir uns ein “Profil” des Weges in einem (z, z)-Koordinaten-
system zeichnen. Es ist dies offenbar der Graph der Funktion (der einzigen Variablen z)

pix—z= f(z,9) .

Die gesuchte Steigung (an der Stelle (z¢, yp)) ist dann die Ableitung von ¢ nach z (an der Stelle
xo). Diese Grosse heisst partielle Ableitung von f : (z,y) — f(z,y) nach x an der Stelle
(z0,Y0). Man bezeichnet sie durch das Symbol

0
Jz(z0,y0) oder a—i(%,yo)-

Formal ist sie als Grenzwert

o fl@o+ Azx,yo) — f(x0,v0)
f:):(xO)yO) - AI;IEO ACC

definiert. In analoger Weise erhalt man die partielle Ableitung f, von f nach y.

Sowohl die partielle Ableitung f, von f nach x, wie die partielle Ableitung f, von f nach y sind
offensichtlich wieder Funktionen der zwei Variablen = und y. Sie kénnen also ihrerseits partiell
abgeleitet werden. Man erhélt so die zweiten partiellen Ableitungen

fzxafzyafyxafyy )

wobei wir, wie allgemein iiblich, fro = (fo)z, foy = (f2)ys fyo = (fy)zs fyy = (fy)y gesetzt
haben. Diese sind, falls sie existieren, wiederum Funktionen von zwei Variablen. Ihre nochmalige
partielle Ableitung liefert die dritten partiellen Ableitungen
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Fic. 1:
Graph der Funktion f
0<x<25 —1<y<15

Fic. 2:
Niveaulinien der Funktion f
—05<x<3, -15<y<2
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f:v:v:va f:)::vya f:):yxa fy:v:m fzyya fyzya fyya:’ fyyya

und auf analoge Weise erhélt man die partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung.

Beispiel Es sei die Funktion

filzy) — <x—g>3 <y—%>2—x+3y+§

gegeben (siehe Figuren 1, 2). Fiir y = —1 erhélt man die Funktion einer Variablen (siehe Figur 3)

x (x 5)3( 3)2 x—i—g ) (x 5)3 x—i—g
T — - = —_— ] = - = - et —.
14 4 2 271 1 2

Fic. 3:
Verhalten von f auf y = —1

Deren Ableitung in z = 1 ist definitionsgeméss die partielle Ableitung f,(1,—1); man erhalt
fo(1,—1) = —0.578....

Beispiel Es sei die Funktion
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fixy) — flay) ="+

gegeben (siehe Figuren 4, 5). Die partiellen Ableitungen sind (siehe Figuren 6, 7, 8, 9)

folz,y) = 22 ™ T2y ,

folwy) = 2677,

feol@,y) = 2+ (22)7) e H
fay(z,y) = 4z ™ T2y ,
Jyz(z,y) Ay @+ ,
Ty, y) = 4e™ T2

Beispiel Es sei die Funktion

[ (z,y) — f(z,y) = arctan <g>

T

gegeben. Die partiellen Ableitungen f;, f, ergeben sich zu

fol,y) = vy Yy 7
L+ (y2/22) a2 x? + y?
1 1 x
fy(%y) - 1+(y2/x2) E - x2+y2 .

Daraus erhalten wir die zweiten partielle Ableitungen

fzx(xay) = (f:v)z(x’y) @2?.7:[;2)2 )
562 + LAY 2) 2 —IE2
fey(@,y) = (fa)y(z,y) = _( (xéy_g y2§J2 L = (ny—f—y2)2 ’
24y -z 2 2 _ 2
fle.) = (aloy) = S s
—2zy

fuy(@y) = (fy)y(z,y) = m .
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Fic. 4:
Graph der Funktion

fz,y) ="+

Fiac. 5:
Niveaulinien der Funktion

fz,y) ="+
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Fic. 6:
Graph der Funktion
folw,y) = 2w e +2

Fig. 7:
Niveaulinien der Funktion
folw,y) =225+
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Fic. 8:
Graph der Funktion
fra(@,y) = (24 (22)2) €= t2

FiG. 9:
Niveaulinien der Funktion
foa(z,y) = (2+ (22)7) €+
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Beispiel Man bestimme alle Funktionen f von zwei Variablen mit f,(z,y) = 0.

Fir die partielle Differentiation nach z ist die Funktion f eine Konstante; es gilt also

flzy) = v(y) ,

wobei v : y — v(y) eine beliebige Funktion von y ist.

Beispiel Man bestimme alle Funktionen f mit

fo(z,y) = fy(z,y) =0.

Wegen f,(z,y) = 0 gilt nach obigem f(z,y) = v(y). Daraus folgt

0= fylz,y) =2'(y),

also v(y) = C. Damit ist f(z,y) =C.
Beispiel Gesucht sind alle Funktionen f mit
fy(x,y) = 2 sinh(zy) .
Offensichtlich ist
f(z,y) = wcosh(xy) + u(x) ,

wo & — u(z) eine beliebige Funktion von x ist.

Beispiel Gesucht sind alle Funktionen f mit

fay(z,y) = 0.

Es folgt sofort f,(z,y) = u(x), wo u : x — u(x) eine Funktion von x ist. Dann ist aber

flz,y) =U(z) + V(y)

mit U'(z) = u(z) und V : y — V(y) eine beliebige Funktion von y.
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