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4 Die Methode der partiellen Integration

Die Methode der partiellen Integration ist die Umkehrung der Ableitungsregel fiir ein
Produkt von Funktionen. Sind u : x — w(z) und v :  — v(x) zwei Funktionen, so gilt

(w-v) =u - v4+u-v.
Es folgt daraus
uww +C = /(u-v)'dw = /u’vdm—i—/uv’dw
und damit

/u'vdw = uv—/uv'dw.

Wir sehen die Niitzlichkeit dieser Formel in den folgenden Beispielen.

Beispiel Im Integral

setzten wir

Dann liefert die Formel fiir die partielle Integration

/xexdx = xex—/l-exdx

= ze¥ -+ C
= (z—-1e"+C.
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Wahlen wir die Funktionen u,v anders, setzen wir

u(z) = x , ulx) = x2£2,

v(ix) = ¥ , V(x) = €,

so erhalten wir

2 2
/xezd:c = %ex—/%exdx.

Hier ist das Integral auf der rechten Seite der Gleichung offenbar komplizierter als das Aus-
gangsintegral; die partielle Integration lauft in der verkehrten Richtung und hilft anscheinend
nicht weiter. Immerhin kénnen wir an der letzten Gleichung ablesen

/$2€m der = z2%e° —2/3:6“” dz

= 2%e% — 2xe® + 2 + C
(2? — 2z +2)e" + C

so dass unsere Arbeit doch nicht ganz nutzlos war.

Beispiel Im Integral

/ sin® z dx

setzen wir

W(x) = sinz , wu(x) = —cosx,
v(iz) = sinz , V'(r) = cosz,

und erhalten
/sinzxdaz = —sinzcosz + /cosQ:cd:c

= —sin:ccos:c+/(1 —sin® z) dx

= —sinxcosx—l—x—/sinzxdx.
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Wiederum scheint die partielle Integration nicht zum Ziele gefiihrt zu haben, tritt doch auf
der rechten Seite das Ausgangsintegral noch einmal auf. Schaut man allerdings naher hin, so
sieht man, dass eine Gleichung fiir die unbekannte Grosse [sin?zdz vorliegt, die sich ohne
Schwierigkeiten auflosen lésst:

1
/sin2 rdr = 5(3: —sinzcosz) + C.
Auf analoge Weise erhélt man
2 1 .
cos*xdx = 5(:6 +sinzcosz) + C,

ein Resultat, das sich aus obigem auch mit cos? z = 1 — sin? « herleiten ldsst.

Beispiel Im Integral

/e“z cos bx dx
mit a,b € R setzen wir
uW(z) = e* | ulr) =  e“/a,
v(z) = cosbr , V(x) = —bsinbz .

Dies liefert

1 b
/e“z cosbrdr = —e* cosbx + — / e sinbx dx .
a

a

Setzt man im verbleibenden Intregral

() = e | wuz) = e*/a,

v(z) = sinbz , v'(x) = bceosbz,

so erhalt man im zweiten Schritt

a a \a a

1 b /1 b
/e“z cosbrdr = —e*cosbx + — (—e“z sinbx — — /eax cos bz d:c> .
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Wie im letzten Beispiel hat man eine Gleichung fiir die unbekannte Grosse vor sich, die sich
leicht auflésen lasst:

1

P e (acosbr + bsinbx) + C .
a

/ e cosbxdr =
Beispiel

1
/1ogxdx:/1-10g:cd:c::clog:c—/x—dx::c (logx — 1)+ C.
x

Dabei haben wir

gesetzt.
Beispiel

2
1+ 22

1
/arctanxda: =g -arctanx — —/

1
5 d:c::c-arctanx—i10g(1+3:2)+C.

Dabei haben wir, dhnlich wie im letzen Beispiel,

u(x) = 1 , u(z) = x,
v(z) = arctanz , V'(xz) = 1/(1+ 2?)

gesetzt. Ausserden haben wir im verbleibenden Integral den Bruch mit 2 erweitert, um zu
erreichen, dass im Zahler gerade die Ableitung des Nenners steht.



