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3 Das Integrieren

Essei f : x — f(z) eine auf [a, b] stetige Funktion. Die Menge ihrer Stammfunktionen bezeichnen
wir mit dem Symbol

/f(x)dx

Sie heisst oft in etwas ungliicklicher Weise das unbestimmte Integral von f : z — f(z). Der
Ubergang von f zu seinem Integral heisst Integrieren.

Da das Integrieren die Umkehroperation des Differenzierens ist, liefert jede Ableitungsregel eine
Regel fiir das Integrieren. Wir halten die folgenden explizit fest:

xn+1

/x”d:c = n+1+0’ falls n # —1

1
/—dw = loglz|+C
x

/e“”dw = &+ C

/sinxdw = —cosx+C
/cos:cd:c = sinz+C
1
/‘2 dr = —cotx+C
sin“ x

1
/ dr = tanz+C

cos2 x
/ dz inz -+ C
———— = arcsinzx
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1
/1+ 2al:c = arctanx +C
x

/sinh:cd:c = coshz +C

/cosh:cd:c = sinhz+C

dzx
———— = Arsinhz+C=log(z+Vz2+1)+C
/ = g( )
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d
/\/% = Arcoshz +C =log(z+ Va2 —-1)+C
/tanxdw = —log|cosz|+C

/cotxdx = log|sinz|+C

In vielen Féllen lassen sich Integrale von komplizierten Funktionen finden, indem man versucht,
das Problem auf diese oben angefiihrte Standardintegrale zuriickzufithren. Dabei beniitzt man
unter anderem die (offensichtlichen) Rechenregeln:

Beispiel
/sin3 xdr = /sin z(1 — cos® z)dx
= /sinxdw + /(— sin z) cos? z dx
cos®
= —cosz+ +C
Beispiel
2
/\/ax +bdr = 3—(@3@ +0)32 4+ C
a
Beispiel

X

In konkreten Féllen ist es manchmal recht schwierig, die Stammfunktion zu finden. Dies liegt
einmal daran, dass es keine einfache Methode gibt, welche in allen verniinftigen Féllen eine
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Stammfunktion liefert. Ferner gibt es verhéltnisméssig einfache Funktionen, deren Stammfunk-
tion sich nicht auf elementare Weise ausdriicken lassen. Als Beispiel erwahnen wir die Funktion
x — e~ Diese ist natiirlich stetig, besitzt also sicherlich eine Stammfunktion. Mit starken
mathematischen Mittel kann man beweisen, dass sich diese Stammfunktion nicht durch eine
gewoOhnliche Formel beschreiben lasst, in der nur Potenzfunktionen, trigonometrische Funktio-
nen, Exponentialfunktionen und zu diesen inverse Funktionen vorkommen: sie ist nicht ele-
mentar ausdriickbar. Es ist zwar klar, dass es neben den elementar ausdriickbaren Funktionen
noch andere Funktionen geben muss, dass aber darunter sogar Funktionen zu finden sind, die
als Stammfunktionen von elementar ausdriickbaren Funktionen auftreten, ist doch eine recht
iiberraschende Tatsache.

Trotz all dieser Schwierigkeiten kennt man eine Anzahl Techniken, die beim Integrieren niitzlich
sind; wir besprechen in den folgenden zwei Abschnitten zwei davon, namlich die Methode der
partiellen Integration und die Methode der Substitution.



