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12 Systeme von Differentialgleichungen

Wir wollen in den drei letzten Abschnitten dieses Kapitels Systeme von Differentialgleichungen
1. Ordnung betrachten. Dabei beschrénken wir uns, vor allem um die Darstellung moglichst an-
schaulich zu halten, auf Systeme von zwei Differentialgleichungen. Die Ubertragung auf gréssere
Systeme wird dem Leser keine Schwierigkeiten machen. Im vorliegenden Abschnitt stellen wir
einige einfache Tatsachen zusammen, im néchsten Abschnitt beschéftigen wir uns eingehender
mit linearen autonomen Systemen, und im iiberndchsten Abschnitt sprechen wir kurz {iber das
Stabilitdtsverhalten der Losungen.

Unter einem System von Differentialgleichungen 1. Ordnung fir die Funktionen z — y;(x), * —
y2(z) versteht man zwei Differentialgleichungen der Form

(12.1) o= fi(@,y1,92)

Yy = f2($,?/1a92)

)

wobei f1, fo Funktionen der drei Variabeln z,y1,y2 sind. Eine Losung des Systems (12.1) ist ein
Paar von Funktionen

r — yl(x) y L y2($),

welche die beiden Gleichungen des Systems simultan erfiillen.

Beispiel Es sei die Differentialgleichung zweiter Ordnung

(12.2) y' =F(z,y,y)

gegeben. Fiihren wir die neuen Funktionen x — y1(z) = y(x) und = — ys(x) = y'(x) ein, so
erhalten wir ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung

/

Y = Y2
12.3
(12:3) y» = F(z,y1,92)

Es ist klar, dass jede Losung der Differentialgleichung (12.2) Anlass gibt zu einer Losung des
Systems (12.3) und umgekehrt. Daraus folgt, dass man statt Differentialgleichungen hoherer
Ordnung auch Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung betrachten kann.

Wie fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung gilt fiir Systeme ein Existenz- und Eindeutig-
keitssatz:
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Satz 12.1 Es sei das System (12.1) von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung gegeben. Die
Funktionen fi, fo seien stetig in x und stetig partiell nach y1,ys differenzierbar. Dann gibt es zu
vorgegebenen xo, y1,0,Y2,0 genav ein Paar von Funktionen x — yi(x),x — y2(x), welches Lisung
des Systems (12.1) ist und den Anfangsbedingungen

y1(zo) = y1,0, y2(x0) = y2,0
genugt.

Der Leser mache sich an dieser Stelle klar, dass aus Satz 12.1 der Satz 8.1 iiber Differentialglei-
chungen héherer Ordnung folgt. Das Differentialgleichungssystem (12.1) heisst autonom, falls
die zu den gesuchten Funktionen y, yo gehorige Variable x nicht explizit auftritt.

Beispiel Die Differentialgleichung fiir die Ortsfunktion ¢ — x(t) eines eindimensionalen
geddmpften Oszillators lautet (sieche Abschnitt 11)

F+ 2\ + Wl =0.

Dieser Differentialgleichung 2. Ordnung entspricht das folgende System von zwei Differential-
gleichungen 1. Ordnung fiir die Funktionen t — z(t), t — v(t) = @(t)

T = v
(124) Vo= =2\ — wz
Die zu den gesuchten Funktionen x und v gehorige Variable ist hier die Zeit und heisst dement-
sprechend t. Sie kommt im Differentialgleichungssystem (12.4) nicht explizit vor; das System
(12.4) ist autonom.

Im Folgenden wollen wir nur autonome Systeme betrachten. Aus Griinden der Anschaulichkeit,
die gleich deutlicher werden, ist es dann angebracht, dem obigen Beispiel folgend die Variable
der gesuchten Funktion mit ¢ zu bezeichnen. Ausserdem wollen wir in diesem Abschnitt die
beiden gesuchten Funktionen ¢ — x(¢) und ¢ — y(¢) nennen. Unser autonomes System lésst sich
somit in der folgenden Form schreiben:

(12.5)

T = fl(xvy)
y = fQ(x’y)

Es liegt nahe, die in der (z,y)-Ebene definierten Funktionen f; : (z,y) — fi(x,y), f2: (z,y) —

fa(x,y) als Komponenten eines zweidimensionalen Vektorfeldes v : (z,y) — ¥(x,y) zu inter-
pretieren:

6("E’y) = (fl(xay)’f2($ay)) :
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Eine Losung des Differentialgleichungssystems (12.5) kann dann als Parameterdarstellung ¢ —
(x(t),y(t)) einer Feldlinie des Vektorfeldes ¢ aufgefasst werden. In der Tat besagt ja (12.5), dass
der Tangentialvektor (&(t),y(t)) der Kurve t — (z(t),y(t)) gerade mit dem Feldvektor in (z,y)
ibereinstimmt. Fasst man — etwas konkreter — ¢ als Zeit und das Vektorfeld ¥ als (stationéres!)
Stromungsfeld in der Ebene auf, so beschreibt t — (z(t),y(t)) die Bewegung eines Teilchens im
Stromungsfeld, und der Vektor (z(t),y(t)) ist der Geschwindigkeitsvektor dieses Teilchens.

Aus unserem Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Satz 12.1) folgt, dass durch jeden Punkt (zg, y0)
eine eindeutig bestimmte Kurve K geht, die durch die Losung des Systems (12.5) mit den An-
fangsbedingungen x(t9) = =g, y(to) = yo beschrieben wird. Diese Kurve, versehen mit ihrer
Durchlaufrichtung(!), heisst die durch (zg, o) verlaufende Trajektorie; die Schar der Trajek-
torien nennt man das Phasenportrat des Systems.

Die Eindeutigkeitsaussage liefert unmittelbar, dass sich zwei Trajektorien nicht schneiden kon-
nen, es sei denn, sie fallen in ihrem ganzen Verlauf zusammen.

Das Phasenportrat eines autonomen Differentialgleichungssystems enthéalt wichtige Informatio-
nen uber die Losungen; insbesondere kann an ihm das Stabilitdtsverhalten der Losungen abge-
lesen werden (sieche Abschnitt 14). Dies ist deshalb eine wichtige Bemerkung, weil es im all-
gemeinen sehr viel leichter ist, das Phasenportrat eines System zu berechnen, als das System
selbst vollstandig zu losen. Wir versuchen dies am folgenden Beispiel zu illustrieren.

Beispiel Wir betrachten das Rduber-Beute-Modell von Lotka-Volterra (A.J. Lotka 1880-1949;
V. Volterra 1860-1940). Hier beschreibt ¢ — z(t) die Grosse einer Réuberpopulation, die sich
von einer einzigen Beuteart ernéhrt, und ¢ — y(t) die Grosse der Beutepopulation. Das Lotka-
Volterra-Modell besagt, dass die beiden Populationsgrossen dem Differentialgleichungssystem

T = —a1x+ by

12.6 .
(126) Yy = ay— by

geniigen. Dabei sind aq, a9, b1, by positive reelle Zahlen. (Wir verzichten hier auf eine Begriin-
dung fiir die Form dieser Differentialgleichungen, denn wir sind ja vor allem an der Mathematik
interessiert.) Man kann zeigen, dass sich die Losungen dieses Systems nicht durch elementare
Funktionen ausdriicken lassen. Hingegen ist das Phasenportréit relativ leicht zu berechnen.
Dieses besteht aus den Feldlinien des Vektorfeldes

U (z,y) — U(z,y) = (—a12 + bizy, agy — baxy)

(versehen mit dem entsprechenden Durchlaufsinn). Beschreibt man die Feldlinien als Graphen
der Funktion = — y(x), so lassen sie sich als Losungen der Differentialgleichung

agy — baxy

12.7 = =7 =7
( ) y —a1x + bizy

bestimmen. Diese Differentialgleichung ist separierbar und ist deshalb leicht 16sbar. Wir erhalten
der Reihe nach
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dy oy (ag — box)
dx z (biy — ay)
biy — —-b
( 1Y al)dy _ (az 290) e
Y x
biy—ailoglyl = aglog|x| —byx+C
eby o |x|a2
yln e
2%y
eb2x ) eb1y = A ’

wobei wir A = 1/e“ gesetzt haben. Das Phasenportriit des Systems (12.6) besteht folglich aus
den Niveaulinien der Funktion

as a1

('T’y) - eng ’ ebly

Fic. 1:
Das Phasenportrat der
Lotka-Volterra-Gleichungen

(versehen mit dem einfach zu bestimmenden Durchlaufsinn). Mit etwas Miihe lassen sich die
Niveaulinien diskutieren. Das wollen wir im einzelnen hier nicht durchfiihren, sondern uns
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einfach das Bild ansehen. Wir lesen daraus sofort eine ganze Menge iiber die Losungen des
Systems (12.6) ab. Ist die Beutepopulation y(t) gross, so wird die Rauberpopulation z(t) gute
Bedingungen vorfinden und sich vergrosseren. Damit wéchst der Druck auf die Beutepopulation,
so dass diese schliesslich abnimmt. Mit der Zeit wird die Beutepopulation zu klein, um die
Réuberpopulation zu erhalten, so dass diese ihrerseits unter Druck gerdt und abnimmt. Dies
gibt aber der Beutepopulation eine ﬂberlebensehance, so dass diese wieder zunimmt, und nach
einiger Zeit auch zu einer Vergrosserung der Rauberpopulation fithrt, etc. Offenbar ergibt sich
aus diesem Modell ein periodisches wechselweises Anwachsen und Abnehmen der Rauber- bzw.
Beutepopulation.

Mehr als die Frage, ob dieses Modell die Wirklichkeit in verniinftiger Weise beschreibt, in-
teressiert uns hier die Tatsache, dass wir aus dem Phasenportrat eine Menge von qualitativen
Informationen tiber die Losungen des Systems herleiten konnten. Die Losungen des Differential-
gleichungssystems selbst haben wir dazu gar nicht benotigt.

Schliesslich wollen wir noch auf Folgendes aufmerksam machen. In unserem Beispiel ist die
Trajektorie durch den Punkt (zg,y0) = (a2/bz,a1/b1) ausgeartet: sie besteht nur aus diesem
einen Punkt. In der Tat bilden die konstanten Funktionen

t — x(t) = ag /b, t—y(t) =a1/by

eine Losung des Systems. In diesem Fall sind Rauber- und Beutepopulation im Gleichgewicht.
Dies legt die folgende allgemeine Definition nahe.

Ein Punkt (zg,y0) der (z,y)-Ebene mit der Eigenschaft, dass t — z(t) = xo und t — y(t) =
yo eine Losung des Systems bilden, heisst Gleichgewichtspunkt. Die Kenntnis der Gleich-
gewichtspunkte eines autonomen Systems, sowie das Phasenportrit in der Umgebung dieser
Punkte erlauben sehr oft, weitgehende Aussagen iiber das Verhalten der Losungen des Systems.
Darauf gehen wir in Abschnitt 14 noch etwas néher ein.



