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4 Separierbare Differentialgleichungen

Es sollte aus der bisherigen Diskussion iiber konkrete Beispiele bereits klar geworden sein, dass
beim Losen von Differentialgleichungen nicht fest vorgeschriebene Methoden im Vordergrund
stehen. Vielmehr kommt dem geschickten Vorgehen eine grosse Bedeutung zu. Man verglei-
che dazu etwa den Losungsgang im Beispiel (¢) Abschnitt 2, wo durch eine Substitution die
gegebene Differentialgleichung auf eine einfachere zuriickgefiihrt wird. Ferner muss hier betont
werden, dass viele, auch einfach aussehende Differentialgleichungen nicht elementar 16sbar sind;
dies bedeutet (wie bei den unbestimmten Integralen), dass die Losungsfunktion, obschon sie
natiirlich nach unserem Satz 3.1 existiert, nicht durch elementare Funktionen ausdriickbar ist.
Als Beispiel erwihnen wir die Differentialgleichung 3/ = x? + y? , deren Richtungsfeld wir in
Abschnitt 3 aufgezeichnet haben; sie ist — wie man zeigen kann — nicht elementar 16sbar. Man ist
in diesen Fallen auf andere Verfahren, zum Beispiel auf Verfahren der numerischen Mathematik
angewiesen. — Im vorliegenden Abschnitt wollen wir die Klasse der separierbaren Differentialglei-
chungen besprechen. Deren Behandlung ist insofern leicht, als sich die Losungsfunktionen ohne
viel Miihe durch gewohnliche Integrale beschreiben lassen. Ferner betrachten wir Differentialglei-
chungen, welche durch eine einfache Operation auf separierbare zuriickgefiihrt werden koénnen.

Hat die Differentialgleichung die Form

(4.1) / g(z)

so heisst sie separierbar. Diese Terminologie orientiert sich an der einfachen Tatsache, dass
(5.1) in der Form

(4.2) h(y) -y = g(x)

geschrieben werden kann, in welcher die “Variablen z,y separiert” sind. Ist y : z — y(x) eine
Losungsfunktion von (5.2) so gilt, identisch in x

Integration nach z liefert

[h@) Y@z = [g@dz + ©
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und die Substitution y(z) =y, y’ dx = dy schliesslich

/h(y)dy = /g(x)dx + C.

Lost man die so entstehende (gewohnliche) Gleichung nach y auf, so erhilt man die allgemeine
Losung der Differentialgleichung (5.1) mit C' als Parameter.

Der Leser mache sich an dieser Stelle klar, dass die Differentialgleichungen (2.1) und (2.4)
separierbar sind und fithre auf Grund dieser Tatsache die Losung explizit durch.

Als weiteres Beispiel einer separierbaren Differentialgleichung betrachten wir das sogenannte
“logistische Modell fiir Populationen”. Es handelt sich darum, ein mathematisches Modell fiir
die Populationen in einem vorgegebenen Gebiet zu liefern, etwa fiir die Bevolkerungszahl eines
Landes (oder die Rattenpopulation eines Biotops etc.). Wir bezeichnen die Bevolkerungszahl
zur Zeit t mit y(¢) . Im Zeitabschnitt At lisst sich diese Anderung beschreiben durch

(4.3) ylt+At) — y(t) = (G- T + E — A) At

wobei die Grossen G, T, E/, A der Reihe nach fiir die Anzahl Geburten, Todesfélle, Einwanderer,
Auswanderer pro Zeiteinheit stehen. Natiirlich konnen diese positiven Grossen im allgemeinen
von t und y abhéngig sein. Wir wollen im Folgenden der Einfachheit annehmen, dass F = A, so
dass sich der Effekt der Einwanderung und der Auswanderung auf die Bevolkerungszahl authebt.
Fiir die Grossen G und T wollen wir einfache Modellannahmen treffen. Wenden wir uns zunéchst
der Grosse T zu. Die einfachste Annahme besteht natiirlich darin, dass die Anzahl Todesfille T'
pro Zeiteinheit proportional zur Bevolkerungszahl y(t) ist

(4.4) T = ay(t), a>0.

Nun wird aber mit zunehmender Bevolkerungszahl etwa die Nahrungsbeschaffung immer schwie-
riger, der Stress des Individuums wird grisser, etc. , so dass die Annahme (5.4) in einem verfei-
nerten Modell durch einen entsprechenden Term korrigiert werden muss. Wir setzen

(4.5) T = ay(t) + by*(t), a,b>0.

Dieser Ansatz erscheint verniinftig, da y?(t) ein Mass fiir die Anzahl der Zusammenstdsse von
Individuen pro Zeiteinheit ist. Analog macht man fiir G die Modellannahme

(4.6) G = cy(t) — dy*(t), ¢d>0.
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ay — By?

Differentialgleichung
Yy

Fic. 1
Richtungsfeld der logistischen

y(t) = (c—a)y(t) — (b+d)y*(t) .
B, so folgt (siehe Figur 1)
= ay — By’

Mit diesen Modellannahmen (5.5) und (5.6) erhalten wir die folgende Differentialgleichung fur

Die Geburtenzahl pro Zeiteinheit nimmt wegen der oben erwahnten Schwierigkeiten mit wach-
t—y(t)

sendem y(t) unterproportional zu.
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Setzen wirc—a=a, b+d

(4.7)

P PPNV [ N S O N N N O N N N WA WA W T
IR O S S O S S S T
L N N N N N N N N N O N SR VAW
IR O S S O S S S T
R S S S S S SR
IR O S S S S S S T
IR O O S O S S S T
IR O S S S S S S T
IR O S S O S S S T
L N N N N N N N N N O N SR VAW
IR O S S O S S S T

R A
s/
e/
s
s s/
P
P N
s/
s/
s/
s
P P PP Y YNV R S O O O O O O N N W WA WA
R S S S S S W
I S O O e O S S S T
IR S O S S S W
LR N N N N N N N N O O N WA WA
IR S O S S S S W
R N O S S S S W
IR O S S S S S S T

et/
s
s/
st
P
—
N ARy,
~

A A

dy  _ / dt
)y ’

(= By

/

et/

R S S S S S SR
I S O O e O S S S T

L N N A WY

A

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
[ S S e S S S S T
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

Die Gleichung ist offensichtlich separierbar. Wir erhalten
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/%dy+/a_ﬁﬂydy :a/dt,

logly] — log|lao—By| = at + C,

a_ﬂy _ A_efat
Yy

Dabei haben wir A = +e~¢ gesetzt. Auflésen nach y liefert nun die allgemeine Losung der
Differentialgleichung (5.7)

(4.8) y(t)

Fic. 2:
Losungen der
Differentialgleichung

y = ay - By

NN /22

—
~+
~

Fiir die Anfangsbevolkerungszahl y(0) = yo erhdlt man fiir den Parameterwert A
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so dass die zugehorige spezielle Losung lautet
B @
5 4 (ﬁ _ 5) e—ozt
Yo

Die Figur 2 zeigt die Losungskurven fiir verschiedene Werte von .

(4.9) y(t)

Man entnimmt der Formel (5.9) leicht die Tatsache, dass fiir grosse ¢t der Wert von y(t) gegen
a/ 3 strebt. Es gibt in diesem Modell eine stabile Bevolkerungszahl.

In vielen Féllen lassen sich Differentialgleichungen durch eine Substitution auf einfachere zurtick-
flihren. Wir lernen hier einige Typen von Differentialgleichungen kennen, die auf diese Weise
auf separierbare zuriickgefiihrt werden kénnen.

In der Differentialgleichung ¢y = f(x,y) sei die Funktion f(z,y) von der Form g(u), wo u eine
lineare Funktion in z und y ist, v = ax + by + ¢, a,b,c € R . Setzt man dann u(z) =
ax + by(z) + ¢ , so erhdlt man eine separierbare Differentialgleichung fiir x — u(x) . Wir
verfolgen den Losungsweg an einem konkreten Beispiel.

(4.10) y = (2z+3y)?.

Setze u(z) = 2z + 3y(z) , d.h. y(z) = 1 (u(z) — 22) . Dann ergibt sich

1
y/(x) ~ 3 (u/(x) - 2) )
und damit wird (5.10) zu
(W —2) = u?,
u = 3u? + 2

Diese Differentialgleichung ist offensichtlich separierbar:

d
5 = [
2 + 3u?
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1acta \/§ + C
—— arctan —u| ==z .
V6 2

Auflosung nach u liefert

u = @tan(x/g(:c—l—C)) ,

und wegen u(z) = 2x + 3y(z) erhdlt man schliesslich

()
Fic. 3:
—_— Losungen der
(x) Differentialgleichung

y = (2x 4 3y)?

y = y(z) = %(\/gtan (\/6(x+0)) - 2x> .

Dies ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung (5.10) (siehe Figur 3).

Ahnliches gilt fiir Differentialgleichungen 3’ = f(z,y) , wo f(z,y) geschrieben werden kann als
g(u) mit w = y/x . Analog wie oben macht man die Substitution u(zx) = y(z)/x und erhélt
so eine separierbare Differentialgleichung fiir die Funktion x — u(z) . Wieder erkldren wir den
Losungsweg an einem konkreten Beispiel:
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(4.11) ry = y—2xy

Diese Differentialgleichung lasst sich in der Form

y/ — Q_Q\/g
x x

schreiben. Die rechte Seite ist eine Funktion von u = y/x . Die Substitution u(z) = y(z)/x

liefert y(z) = = - u(z) und damit

Einsetzen in (5.11) ergibt

u+ zu = u—2Vu,
zu = —2Vu .

Letztere Differentialgleichung ist separierbar, so dass unser erstes Teilziel erreicht ist. Wir

—/—du [,

erhalten weiter

wobei, wie immer, der positive Wert der Wurzel zu nehmen ist, d.h. es ist log |z| + C < 0. Mit
u = y/z folgt nach Quadrieren

L = (logla| + C)?

y = x (loglz| +C)?
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Fic. 4:
Losungen der
Differentialgleichung

@ vy = y—2yy

mit log |x| + C < 0. Dies ist die allgemeine Lésung von (5.11) (siehe Figur 4).

Wir betrachten schliesslich in diesem Abschnitt noch das folgende Anwendungsbeispiel. Wir
stellen die Frage, wie ein zur y-Achse rotationssymmetrischer Spiegel geformt sein muss, damit
alle parallel zur y-Achse einfallenden Strahlen in den Nullpunkt des Koordinatensystems reflek-
tiert werden (siehe Figur 5).

Wegen der Rotationssymmetrie geniigt es nattirlich, die Schnittkurve des Spiegels mit der (z,y)-
Ebene zu bestimmen, wobei wir uns sogar auf den Teil z > 0 beschrénken kénnen. Wir stellen
diese Kurve als Graph einer Funktion x — y(z) , * > 0 dar, und entnehmen der Figur die
Beziehungen
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@ FIG. 5:
Reflexion in den Nullpunkt

(z,y(x))

2¢

Die bekannte trigonometrische Formel

t2a—1
2cot «
liefert dann
12
-1
(4.12) y_ Y ,
T 2y
12 /
ry  — 2yy —x = 0,
/2 2
(4.13) y = Yovy T

Da 3/ > 0 fiir > 0 , kann hier das negative Vorzeichen ausgeschlossen werden. Schreiben wir
(5.13) in der Form
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2
(4.14) y =2+ <3> +1,

x

so ist offensichtlich, dass die rechte Seite eine Funktion von y/z ist. Die Substitution u(z) =
y(x)/x wird also eine separierbare Differentialgleichung fiir z — wu(z) liefern. Wir erhalten wegen

()
\\\ / @ Pargl;iisgi:egel
=4

die einfache Differentialgleichung

u+zu = u+ Vui+1,

[ =I5
w+1 z’
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log(u+\/u2+1) = loglz| + C .

Setzen wir A = +e | so folgt

g—i— y—2+1:Aaz,

x x
2 2
y—2+1:A2x2—2Ay+y—2,
x x

yzi(AQxQ—l).

Die “Anfangsbedingung” yo = y(z¢) bestimmt den Parameter A und damit die Offnung des
Spiegels (siehe Figur 6).



